Quantita di moto di un sistema di punti materiali

Sia dato un sistema di N punti materiali di massa m;
Ogni punto materiale € soggetto a forze esterne ed interne
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dt Conservazione della quantita di moto del sistema

2(E) — Se e nulla la risultante delle forze esterne (o anche solo una sua
Se I =0 — P = cost componente secondo una certa direzione) si conserva la quantita di

moto del sistema (o la sua componente secondo quella direzione).




Centro di massa di un sistema di punti materiali

Definiamo il centro di massa come il punto individuato dal raggio vettore
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che si muove con velocita (derivando la formula precendente)
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La quantita di moto del sistema coincide con la quantita di moto del CM.

I CM é un punto con massa pari alla massa totale del sistema e soggetto ad una forza pari alla
risultante delle forze esterne
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Sistema di due punti materiali
Equazioni del moto di due particelle non soggette a forze esterne. Le forze interne sono uguali
e opposte e dirette lungo la retta congiungente le due particelle.
miT1 = Fo
maTe = Flp = —Fp
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Sommando le due equazioni si ottiene I'equazione del moto del CM 7., = y
my =~ My

mT, +mefy =0 — (my +mg)de, =0 — v, = cost

Il CM si muove di moto rettilineo uniforme (non ci sono forze esterne).

Sottraendo dall’equazione del punto 1 quella del punto 2, si ricava I'equazione del moto
per la coordinate relativa
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Il CM descrive il moto globale del sistema
La dinamica del sistema € descritta da particella di massa ridotta e coordinata relativa.

Le coordinate dei due punti materiali nel sistema di riferimento solidale al CM sono
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Risolvendo I'equazione del moto della coordinata relativa, si possono ricavare le equazioni
del moto per le coordinate dei punti nel riferimento del CM, e da queste le equazioni del moto

nel sistema di riferimento O

-/ —

—/ -
To =Tgq9+ Tem

Si noti che dalle equazioni precedenti segue che la quantita di moto totale nel riferimento del
CM é nulla
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Esercizio

Due punti materiali di masse m; € m, sono collegate da una molla di costante elastica k e lunghezza di riposo L,

Il sistema si pud muovere su un asse orizzontale x. Scrivere la legge oraria dei due punti, conoscendo le
condizioni inziali: x4(0) =0 v4(0)=0 x,(0)=L, v,(0)=V
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X=0 X=L0 X
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Lungo asse x ci sono solo forze interne - Moto rettilineo uniforme del CM con velocita
Vg = m, V/(m;+m,) = legge del moto del CM Xg = my/(m+m,)Vit+c
¢ = Xg(0) = my Lo/(my+my) 2> Xg = ma/(my+my) (V t + L)

Equazione del moto della coordinata relativa x = x,-x4 = my my/(my+m,)
wd2x/dt?z = - k (x - L)
che ha come soluzione X(t) =Asin (ot + ¢) + L, ®? = k/m

v(t) = Ao cos(wt + ¢)
Si trovano A e ¢ dalle condizioni iniziali
X(0) =x,(0)=x4(0)=Ly = Asino+Lg=Ly 2 ¢=0
v(0)=v,(0)-v4(0)=V>Awcos(0) =V2>A=Vie 2> x({t)=V/osin(ot)+lL,

Combinando I'equazione del moto della coordinata relativa x e del CM Xg si scrivono le equazioni dei due punti
X1(t) =Xg-My r/(m1+m2) = m2/(m1+m2) [V t+ LO ] - m2/(m1+m2) [V/(D sin ((,0 t) + Lo]
Xz(t) = Xg + my r/(m1+m2) = m2/(m1+m2) [V t +LO ] + m1/(m1+m2) [V/ ® Sin ((,0 t) + Lo]



Momento angolare di un sistema di punti materiali

U
Calcoliamo il momento angolare del sistema di N punti materiali rispetto v, /
ad un polo Q2 in moto nel sistema di riferimento inerziale con origine O /
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Se Uq X MUy = 0 (polo Q é fisso, oppure CM fermo, oppure Q coincide con CM)
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Se é nulla la risultante dei momenti delle forze esterne (0 anche solo una sua componente
secondo una certa direzione) si conserva il momento angolare (o la sua componente secondo
quella direzione).



Sistema di riferimento del centro di massa

Sistema CM ha assi paralleli a quelli del sistema inerziale O

ma in generale non é& inerziale (se FE/#0 2 a.,,#0) (”

Rispetto al sistema del CM
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Rispetto al sistema del CM la quantita di moto totale del sistema
di punti materiali € nulla
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sistema di riferimento non inerziale solidale al CM.



mzd’; = F;(E) + F’z(l) — miacm

N N N N
W =S % B 13 7k ED S it x o = 37 x B — 58 _ 1@
1=1 1=1 1=1 1=1
N N N N
i=1 i=1 i=1 =1
aaRy 102 BN Ay 7102
dt dt

Il momento angolare L con polo il CM calcolato nel sistema di riferimento inerziale, € uguale
al momento angolare L’ con polo il CM calcolato nel sistema solidale al CM



Teorema di Koenig
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L'energia cinetica di un sistema di punti materiali € uguale alla somma dell’energia cinetica di un
punto di massa pari alla massa totale del sistema e velocita del CM, e dell’energia cinetica totale
dei punti rispetto ad un riferimento solidale al CM.
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Esercizio

Due punti materiali di massa m interagisco fra loro in assenza di forze esterne.

Le posizioni occupate dai punti al tempo t=0 sono P4(0) = (1,0) P5(0) = (0, -I).

Le velocita iniziali sono v4(0) = (0, vy) Vv»(0) = (0, -vy).

Sapendo che la tempo t* il punto 1 si trova nella posizione P,(t*) = (0, 1/2) con velocita v,(t*) = (V,0),
calcolare la posizione e la velocita del punto 2. Calcolare inoltre il valore di V.

In assenza di forze esterne il CM si muove di moto rettilineo uniforme (o € fermo).
La posizione iniziale del CM & Xy (0) = (1/2, -1/2)

La velocita iniziale Ve = (0, m vy - m vg) = (0,0) = Il CM é fermo

Al tempo t*

Xom (%) = Xom (0) = (112, -/2) = (M 0 + xo(t%) m)/(2m), (MI/2 + y,(t*) m)/(2m) ) / a
2> X(t*)/2=1/2 Xo(t*) = | 2 T o
2> /14 + y,(t*)/2 =-1/2 yo(t*) = -3/2 | J i

0 J. Y X
Vo (1) = Vom (0) = (0,0) = (M V + Vo, (t) m)/(2m), (m 0+ V,(t%) m)/(2m) )
2> V/I2+V,(t*)/2=0 Vo, (t*) = -V J/ v
> Vy(t*)/2=0 Vy(t) = 0 i @

—V

Poiché non ci sono forze esterne si conserva il momento angolare L Posizioni e velocita iniziali

Posizioni e velocita finali

L(0) = (0, 0, m | vp) = L(t*) = (0, 0, -mV I/2 -mV 3/2 1) = (0,0, -2ml V) > V = - v/2



